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Die Kleinwinkelstreuung von RöNTGEN-Strahlen in Kristallen spricht auf lokale Dichteschwankun-
gen in Bereichen an, die um rund eine Größenordnung über derjenigen der interatomaren Abstände 
liegen. Die von den Versetzungen hervorgerufenen Dichteänderungen haben diese Eigenschaft und 
geben wohl zu der in kaltverformten Metallen auftretenden zusätzlichen Kleinwinkelstreuung Anlaß. 
Aus diesem Grunde erscheint die Untersuchung der Kleinwinkelstreuung von RöNTGEN-Strahlen an 
kaltverformten Metallen als ein äußerst wirkungsvolles Hilfsmittel zur Ermittlung der Versetzungs-
dichte und Versetzungsanordnung. Die Theorie der Streuung durch eine isolierte Versetzung wird 
für den bei kubisch-fiächenzentrierten Metallen wesentlichen Fall durchgeführt, daß die Versetzung 
in zwei sogenannte Halbversetzungen aufgespalten ist. 

1 . E i n l e i t u n g u n d a l l g e m e i n e D i s k u s s i o n 

Es ist heute allgemein anerkannt, daß die Ver-
festigung verformter Kristalle oder kristalliner 
Werkstoffe auf einer Vergrößerung der Versetzungs-
dichte während der Verformung beruht. Experimen-
telle Kenntnisse über die Zahl und Anordnung von 
Versetzungen in Kristallen sind sowohl für die Wei-
terentwicklung der Theorie der Kristallplastizität 
als auch für das Studium des Versetzungseinflusses 
auf andere, z. B. magnetische, Eigenschaften sehr er-
wünscht. Es gibt zwar einige von den schon erwähn-
ten Eigenschaften unabhängige Untersuchungsmetho-
den, die Größenangaben für die Versetzungsdichte 
geben, z. B. Messungen der bei der Rekristallisation 
freiwerdenden Energie1, der Kristalldichte1'2, des 
elektrischen Widerstands und der Änderung des 
elektrischen Widerstands im Magnetfeld3. Die bei-
den letztgenannten ergeben z. Zt. wegen unserer 
ungenügenden Kenntnisse des elektrischen Wider-
stands einer Einzelversetzung nur Relativwerte für 
die Versetzungsdichte und bedürfen somit einer 
„Eichung" mit Hilfe eines weiteren Meßverfahrens; 
die beiden ersten Methoden liefern Absolutwerte für 
die Zahl der Versetzungen (natürlich mit einer ge-

1 L . M . CLAREBROUGH, M . E . H A R G R E A V E S U . G . W . W E S T , 
Proc. Roy. Soc., Lond. A 232. 252 [1955] sowie dort zi-
tierte frühere Arbeiten. 

2 Wegen der Theorie sehe man H. STEHLE U. A . SEEGER, Z . 
Phys. 146. [1956] , im Druck. 

3 H. G. VAN BUEREN, Colloquium on Deformation and Flow 
of Solids, Springer-Verlag, Berlin-Göttingen-Heidelberg 
1956. 

wissen prinzipiellen Unsicherheit, da sich Versetzun-
gen verschiedenen Charakters etwas verschieden ver-
halten), erlauben aber so gut wie keine Aussagen 
über die Versetzungsanordnung. Diese sollte viel-
mehr für eine quantitative Auswertung der Dichte-
und Energiemessungen wenigstens in großen Zügen 
bekannt sein, da sie bei der Auswertung in beiden 
Fällen logarithmisch eingeht. 

In jüngster Zeit haben sich eine Reihe von Ar-
beiten mit der Ermittlung der Versetzungsdichte 
und Versetzungsanordnung aus thermischen4 und 
chemischen5 Ätzversuchen befaßt. Diese Methoden 
haben jedoch den Nachteil, daß sie nur die Verhält-
nisse an der Kristalloberfläche erfassen, die in quan-
titativer Hinsicht natürlich nicht typisch für das Kri-
stallinnere zu sein brauchen. In der Tat gibt es Hin-
weise darauf, daß die Versetzungsdichte unverform-
ter oder geglühter Kristalle unmittelbar unter der 
Kristalloberfläche wesentlich kleiner als im Kristall-
innern ist. 

Wir erwähnen hierzu nur den folgenden Versuch von 
A D A M S und C O T T R E L L 6 : Durch Zulegierung von etwa 1 % 

Zink zu Kupfereinkristallen in einer Oberflächenschicht 
von etwa 1 // Dicke konnte ein Streckgrenzeneffekt bei 
der kritischen Schubspannung hervorgerufen werden. 

4 A.A.HENDRICKSON U. E.S.MACHLIN, A c t a M e t . 3 , 6 4 [ 1 9 5 5 ] . 
5 W . R. H I B B A R D jr. u. C . G. D U N N , Acta Met. 4, 306 [1956] . 

Hier sowie bei A. SEEGER, Theorie der Gitterfehlstellen, 
in Handbuch der Physik, Bd. VII /1 , Ziff. 86, Berlin-Göt-
tingen-Heidelberg 1955, weitere Literaturangaben. 

fi A . H. COTTRELL, Deformation and Flow of Solids, Sprin-
ger-Verlag, Berlin-Göttingen-Heidelberg 1956, S. 33. 
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Da reines Kupfer (ebenso wie die verwendeten Proben 
nach dem Abpolieren der Oberflächenschicht) keinen 
Streckgrenzeneffekt aufweist, zeigt dies, daß sich mit 
anwachsender Spannung zuerst die in der Oberflächen-
schicht befindlichen Versetzungen in Bewegung setzen. 
Da die zulegierten Zinkatome die Versetzungsbewe-
gung zu behindern suchen, bedeutet dies, daß für die 
Versetzungen in der Nähe der Oberfläche die übrigen 
Bewegungshindernisse weniger wirksam als im Kristall-
innern sein müssen. Nach unseren Vorstellungen über 
das Zustandekommen der kritischen Schubspannung in 
reinen Metallen7 folgt daraus, daß die Versetzungs-
dichte an der Oberfläche wesentlich geringer als im 
Kristallinnern sein muß. 

Zum Studium der eingangs erwähnten Probleme 
wird also eine Methode benötigt, welche Auskunft 
über die Versetzungsverteilung im gesamten Kri-
stallvolumen gibt. Als ein derartiges Verfahren, das 
allerdings zu diesem Zwecke bis jetzt noch nicht ver-
wendet wurde, soll in dieser Arbeit die Kleinwinkel-
streuung von RÖNTGEN-Strahlen durch Versetzungen 
in Kristallen untersucht werden. An anderer Stelle8 

konnte gezeigt werden, daß diese Kleinwinkelstreu-
ung eng mit den von den Versetzungen hervorgeru-
fenen Änderungen der Kristalldichte zusammen-
hängt und von der experimentell beobachteten Art 
und Größenordnung9 1 0 1 1 ist. Selbstverständlich 
können in der experimentell zu beobachtenden 
Kleinwinkelstreuung noch andere Beiträge enthalten 
sein, z. B. von der von N E Y N H A B E R , B R E M M E R und 
B E E M A N 1 2 sowie W E B B und B E E M A N 1 3 diskutierten 
Art. Erforderlichenfalls sollte sich eine Trennung 
mit Hilfe geeigneter Versuchsführung (Temperatur-
variation, Polarisationsmessungen o. ä.) erreichen 
lassen. Wir glauben dagegen nicht, daß zur Deu-
tung der bis jetzt bekannten Experimente die von 
manchen Autoren gemachte ad-hoc-Annahme der 
Existenz großer Löcher in verformten Metallen not-
wendig ist. 

Unter den üblichen Versuchsbedingungen erfaßt 
die Kleinwinkelstreuung von RöNTGEN-Strahlen Va-
riationen der Kristalldichte über Bereiche hinweg, 
die um etwa eine Größenordnung über den inter-
atomaren Abständen liegen. In diese Größenord-
nung fällt die Aufspaltung vollständiger Versetzun-
gen in sog. Halbversetzungen, die bei vielen flächen-

7 A. SEEGER, Z. Naturforschg. 9 a, 758, 870 [1954]. 
8 A. SEEGER, Acta Met., im Druck. 
9 J . B L I N U . A. G U I N I E R , C . R . Acad. Sei. Paris 2 3 3 , 1 2 8 8 

[1951], 
1 0 J . BLIN U. A . G U I N I E R , C . R . Acad. Sei. Paris 2 3 6 , 2150 

[1953], 
11 J. BI.IN, Report Conference Defects in Solids, The Phy-

sical Society, London 1955, S. 420. 

zentriert-kubischen Metallen eine so wesentliche 
Bolle spieltu . Aus diesem Grunde schien es erfor-
derlich, eine quantitative Diskussion des Einflusses 
dieser Aufspaltung durchzuführen. 

2. D i e Di latat ion in der U m g e b u n g aufgespal -

tener V e r s e t z u n g e n 

Untersucht man die durch das Verzerrungsfeld 
von Versetzungen hervorgerufenen Dilatationen, so 
muß man unterscheiden zwischen a) den sich auf 
Grund der linearen Elastizitätstheorie ergebenden 
Dilatationen und b) den erst aus einer Berücksich-
tigung höherer Glieder in der Spannungs-Dehnungs-
beziehung folgenden Dilatationen. Bezeichnet Q den 
Abstand von einer einzelnen geraden Versetzungs-
linie, so variieren die unter a) aufgeführten Dilata-
tionen mit dem Abstand wie (Dies gilt streng 
auch für elastisch anisotrope Medien.) Die Winkel-
abhängigkeit ist derart, daß das über das ganze Kri-
stallvolumen genommene Integral über die Dilata-
tion Null ist; d. h., daß eine Versetzung nach der 
linearen Elastizitätstheorie keine resultierende 
Dichteänderung erzeugt. Für eine Schraubenverset-
zung in einem elastisch isotropen Medium, die ja 
ein rotationssymmetrisches Verzerrungsfeld besitzt, 
folgt daraus das bekannte Ergebnis, daß sie in die-
ser Näherung überhaupt keine Dilatationen hervor-
ruft. 

Da nach der linearen Elastizitätstheorie die Ver-
zerrungskomponenten wie £>-1 variieren, sind die 
unter b) aufgeführten nichtlinearen Dilatationen für 
große Q, wo Glieder dritten Grades neben denen 
zweiten Grades vernachlässigt werden können, pro-
portional zu Q~2 . Für Abstände Q, die von der Grö-
ßenordnung der Versetzungsstärke b , also des inter-
atomaren Abstandes sind, erwartet man stärkere 
Abweichungen von diesem Grenzgesetz, und zwar 
im Sinne einer Verringerung des Betrags der Dila-
tation. Integriert man über das ganze Kristallvolu-
men, so überwiegen die Dilatationsgebiete über die 
Kompressionsbereiche; man erhält also in jedem 
Falle eine resultierende Dichteänderung, und zwar 

12 R. H . N E Y N H A B E R , W. G . B R E M M E R U. W. W. B E E M A N , Phys. 
Rev. 99, 615 [1955], 

1 3 M . B . W E B B U. W . W . B E E M A N , B u l l . A m e r . P h y s . S o c . 1 , 
138 [1956]. 

14 Siehe A. SEEGER, Theorie der Gitterfehlstellen, in Hand-
buch der Physik Bd. V I I / 1 , Springer-Verlag, Berlin-Göt-
tingen-Heidelberg 1955. 



im Sinne einer Verkleinerung der mittleren Kristall-
dichte. 

Zur diffusen Streuung von RöNTGEN-Strahlen bei 
kleinen Streuwinkeln tragen die sich auf Grund der 
linearen Rechnung ergebenden Dilatationen und 
Kompressionen nur sehr wenig bei, da diese ja zu 
keinen integralen Änderungen der Kristalldichte 
Anlaß geben. Wesentlich sind hier die „nichtlinea-
ren" Verzerrungen. Frühere Autorenn '15 hatten 
dies nicht beachtet und deswegen keine mit dem 
Experiment verträglichen theoretischen Resultate er-
halten. Wir wollen hier unser Augenmerk vor allem 
auf die nichtlinearen Dilatationen richten. 

Diese sind bis jetzt nur bei nicht in Halbverset-
zungen aufgespaltenen Schraubenversetzungen in 
elastisch isotropen Medien näher erforscht worden 2. 
Es wurde folgender Näherungsausdruck für die Di-
latation A(r) erhalten: 

b2K 1 ,.. 
7 2 fUI" 
4 ji pi 

b2 K 1 
4 71 P n

2 
für 

(1) 

Hier bedeutet o0 einen Abschneideradius von der 
Größenordnung 6/3 (b = Atomabstand — wir haben 
uns in Gl. (1) auf ein Translationsgitter be-
schränkt) und K eine die Abweichungen vom H O O K E -

schen Gesetz messende Konstante, die nach Ausweis 
von Theorie2 und Experiment16 für Nickel etwas 
größer als Eins und für Kupfer etwas kleiner als 
Eins ist. 

Geht man nunmehr zu Schraubenversetzungen 
über, die in Halbversetzungen aufgespalten sind, so 
behält Gl. (1) ihre Gültigkeit für Abstände o , die 
groß gegen den Abstand 2 c der Halbversetzungen 
sind. Eine deduktive Behandlung der Verhältnisse 
bei kleinen o würde die Betrachtung von Versetzun-
gen mit teilweisem Stufencharakter erfordern, da ja 
die Halbversetzungen keine reinen Schraubenverset-
zungen mehr sind. Dementsprechend müßten auch 
die „linearen" Dilatationen mit in Betracht gezogen 
werden. Um Komplikationen bei der rechnerischen 
Ermittlung der Kleinwinkelstreuung zu vermeiden, 
schlagen wir einen anderen Weg ein: Wir legen 
einen mathematisch gut behandelbaren Dilatations-
verlauf zugrunde, der für große Q mit Gl. (1) gleich-
wertig ist, für kleine o vom Grenzgesetz in der rich-
tigen Richtung abweicht und die richtige integrale 

15 D. L. DEXTER, Phys. Rev. 90. 1007 [1953]. 
16 A. SEEGER U. H. S T E H L E , Z. Phys., im Druck. 

Volumänderung ergibt, worauf es ja vor allem an-
kommt. Ein derartiger Verlauf ist durch 

b2 K 1 
4 71 02 

MD (2) 

gegeben, wo Oj und q2 die Abstände von den beiden 
Halbversetzungen sind (Abb. 1). 
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Abb. 1. Das zur Behandlung aufgespaltener Versetzungen 
verwendete Koordinatensystem f , r], z (elliptische Zylinder-
koordinaten — die z-Achse ist senkrecht zur Zeichenebene). 
Die beiden Halbversetzungen befinden sich an den Stellen 

z = ± c, 2/ = 0 . 

Zur Berechnung der integralen Dilatation und 
später der Kleinwinkelstreuung führen wir ellipti-
sche Zylinderkoordinaten 2, t] ein, wobei wir die 
Zylinderachse (z-Achse) parallel zu den Versetzungs-
linien legen und, falls nicht anders gesagt, die Be-
zeichnungen von M E I X N E R und S C H Ä F F K E 17 verwen-
den. 

Es ist 
x = c ßof £ cos >/, 
y = c Sin | sin 1], 

Z = Z , ) 

Qx o2 = c2 ( g o p | - cos2 ?/) , (3) 

dx dy dz = c2 (C£oj2 £ — cos2 ?;) d| d?y dz , 

o2 = x2 + y2 = c2 ( ß o p | cos2 )] + Sill2 | sin2 r/), 

(f >1). 

O^I^OC , 
•ti < rj + 7 i 

Zur Ermittlung der Volumänderung AV pro Län-
geneinheit der Versetzungslinie hat man einen 
äußeren Abschneideradius R( einzuführen, 
der von der Größenordnung des mittleren Ver-

17 J. M E I X N E R U. F. W. S C H Ä F F K E , M A T H i E u s c h e Funktionen und 
Sphäroidfunktionen, Springer-Verlag, Berlin-Göttingen-
Heidelberg 1954. 



setzungsabstandes ist. Aus Gl. (2) ergibt sieb dann 

0 (4) 
b2 K ! 2 R 

= I o S " 7 " ' 1 71 C 

während die entsprechende Größe nach Gl. (1) 

ist. Da man Gl. (4) auch in der Form 

- 2 ( 4 a) 
c0 = 2 Qo/Ve~ 5 b I 

schreiben kann, stimmen Gl. (5) und (4) dann 
überein, wenn der Abstand zwischen den Halbver-
setzungen 

2 c = 2 c 0 « ; 4 6/5 (6) 

ist. Diesen Abstand hat man etwa als Abschneide-
abstand einzuführen, wenn man den Ansatz Gl. (2) 
zur Behandlung nicht oder nur wenig aufgespalte-
ner Versetzungen verwenden will. Da Gl. (2) im 
Gegensatz zu Gl. (1) durch einen einheitlichen 
mathematischen Ausdruck gegeben ist, kann ein sol-
ches Vorgehen manchmal Vorteile bieten, wie wir 
in Ziff. 3 sehen werden. Für c ^ c0 nimmt die Vo-
lumänderung mit wachsender Aufspaltung ab, und 
zwar etwa in der an anderer Stelle2 diskutierten 
Weise, so daß Gl. (4) in der Tat eine befriedigende 
Beschreibung der Verhältnisse gibt. Wir schließen 
daraus, daß auch Gl. (2) eine für die Untersuchung 
der K l e i n w i n k e l s t r e u u n g v o n RöNTGEN-Strahlen 
zweckmäßige Darstellung der Dilatation in der Um-
gebung einer aufgespaltenen Schraubenversetzung 
darstellt und werden davon in der folgenden Ziffer 
ausführlich Gebrauch machen. 

3 . D i e K l e i n w i n k e l s t r e u u n g v o n R ö n t g e n -

s t r a h l e n durch a u f g e s p a l t e n e V e r s e t z u n g e n 

Die Untersuchung von verformten Einkristallen 
(oder auch Vielkristallen) mit Hilfe der Kleinwin-
kelstreuung verspricht, wesentlich detailliertere In-
formationen über die Versetzungsdichte und Ver-
setzungsanordnung zu geben als sie bisher zur Ver-
fügung stehen. Man kann z. B. verschiedene Volum-
teile des Kristalls durchstrahlen und etwa die Ver-
hältnisse innerhalb und außerhalb von Knickbändern 

und Bändern zweiter Gleitung untersuchen. Dabei 
kann man jeweils nicht nur einen Integralwert für die 
Versetzungsdichte erhalten, sondern (innerhalb ge-
wisser Grenzen der unabhängigen Variablen) Funk-
tionen mehrerer Veränderlicher, nämlich der Durch-
strahlungsrichtung (charakterisiert durch 2 Winkel), 
des Streuwinkels 2 d und des Azimuts um die Durch-
strahlungsrichtung. Man kann erwarten, auf diese 
Weise mit Hilfe einer ausgebauten Theorie über die 
Kleinwinkelstreuung verschiedener Versetzungs-
anordnungen detaillierte Aufschlüsse über die Ver-
setzungsverteilung im verformten Material zu be-
kommen. Da ein rein deduktiver Aufbau der Theorie, 
die z. B. den Krümmungen des Versetzungsverlaufs 
und den Änderungen des Versetzungscharakters 
Rechnung tragen muß, zu schwierig wäre, wird die 
weitere Entwicklung der Theorie am besten in enger 
Fühlungnahme mit den experimentellen Ergebnis-
sen erfolgen. Gewissermaßen als Grundbaustein be-
handeln wir die Streuung durch eine einzelne iso-
lierte Versetzungslinie. Der Tatsache, daß eine Ver-
setzungslinie wegen ihrer Flexibilität nur über eine 
bestimmte Länge hinweg kohärent streut, tragen 
wir dadurch Rechnung, daß wir eine Versetzung 
wie eine isolierte Partikel der Länge L behandeln. 
Dies stellt natürlich nur eine Behelfslösung des An-
ordnungsproblems dar; auf jeden Fall hat man sich 
das Ergebnis über einen weiten Bereich von mög-
lichen L-Werten, mit entsprechenden Gewichten ver-
sehen, gemittelt zu denken. 

Bei den folgenden Rechnungen gehen wir von 
dem Dilatationsverlauf gemäß Gl. (2) aus. Auch 
dies stellt natürlich nur eine erste Näherung dar, 
die durch eine genauere Behandlung der Wirkungen 
von Stufenversetzungen verfeinert werden muß. Eine 
derartige Verfeinerung dürfte sich jedoch verhält-
nismäßig gut an die aus Gl. (2) folgenden Resultate 
anschließen lassen, die wohl die wesentlichen Effekte 
(vor allem auch diejenigen der Aufspaltung in Halb-
versetzungen) wiederzugeben vermögen. 

Unter den ebengenannten Bedingungen ist die 
Streuamplitude in dem experimentell interessieren-
den Bereich von Streuwinkeln gegeben durch 

^ ( 0 ) Mg) J [Ja{r) e~iQX drr, (7) 
P a r t i k e l 

wobei Ae(g) die z.B. bei G U I N I E R und F O U R N E T 1 8 

angegebene Streuamplitude für ein einzelnes Elek-

18 A. G U I N I E R U. G . F O U R N E T , Small-Angle Scattering of x-rays, 
John Wiley & Sons, New York 1955, insbes. S. 6. 



tron, M und F (g ) Atomgewicht und Atomform-
amplitude des betreffenden Elements und D die Kri-
stalldichte bedeuten. Der Vektor g ist als Differenz 
zwischen den Wellenvektoren f der gestreuten und f 
der einfallenden Welle, also durch 

g = r - f 
Richtung des J 
gestreuten 
Strahls 

9 = r - f (8) 

definiert. Bezeichnet l die Wellenlänge der verwen-
deten RöNTGEN-Strahlung und 2 # den Streuwinkel 
(vgl. Abb. 2 ) , so ist 

0 
4 7t 

1 Vgz2+g*2. ( 9 ) 

gz ist die Komponente von g parallel zur z-Rich-
tung, g0 die Länge der Projektion von g auf die 
x-y-(bzw. £ — ?]•)Ebene. Diese Projektion möge 
mit der positiven Richtung der x-Achse den Winkel et 
einschließen. Mit diesen Bezeichnungen gilt 

Richtung des 
einfallenden 
Strahls 

Abb. 2. Der Zusammenhang zwischen den Wellenvektoren 
f , f und g und dem Streuwinkel 2 # . 

exp{ — i g r } = exp{ — igz z} • exp{ — i(gQ x cos a + g0 y sin a) } . 

Den zweiten Faktor auf der rechten Seite von Gl. (10) kann man folgendermaßen schreiben17: 

exp{ — i g0(x cos a + y sin a) } = exp{ — 2 ihw} 

(10) 

m=0 
= 2 ^ ( - i ) m c e m ( A ; h 2 ) A F £ > ( £ ; h ) c e m ( r j ; h 2 ) ( 1 1 ) 

oo 
+ ( - i)m sew (a; h2) Ma)m(^; h) sew(rj; h2). 

Hier bedeuten 

m=0 

w = (£oj £ cos i] cos a + S i n £ sin 7] sin a; (12) 

cem, sem und MmW sind bei M E I X N E R und S C H Ä F F K E 1 7 im einzelnen definierten MATHiEusdien Funktionen 
ganzer Ordnung. 

Die Integration über z (von z= — L/2 bis z= +L/2) in Gl. (7) läßt sich leicht ausführen; wir fassen 
das Resultat mit den übrigen Faktoren in Gl. (7) zu einem Faktor 

C ( Q ) = A e ( g ) § F ( g ) 2 - s i ^ ^ (13) 

zusammen. Es gilt dann 
+ 31 oo oo 

4 ( G ) = C ( G ) | A 2 J J Y l ( - i ) m { ™ m ( « ; h 2 ) M i ) ( Z ; h ) c e m ( r j ; h 2 ) 

f = 0 m=0 

+ seOT(a; h2) ^ ( f ; Ä) sem(fj; h2)} df drj. (14) 

Bei der Integration über 1] fallen viele Glieder aus Symmetriegründen fort; es bleibt lediglich 
oo oo 

A(9) =C(q)^^\-l)nce2n(0L;h2) A^{h2) f M ^ l ; h) d f . (15) 
n=0 



Die in Gl. (15) auftretenden Funktionen sind folgendermaßen definiert1': 
oo 

ce2n(y; h2) = Y^G? (h2) COS 2rrj, 
r = 0 

M\ £(£;*) = ^ - - J { - ! ) " - ' A%{h2) ]2r{2h&o\!;) ( " = 0,1, 2 , . . . ) . (16) 
ee-'n (0; h-) Z-J 

r = 0 

],,i(z) bedeutet dabei wie üblich die BESSELsche Funktion. Die Integration über f wird am einfachsten 
gliedweise mit nachfolgender Summation ausgeführt; es ergibt sich auf diese Weise ( N m ( z ) = NEUMANNsche 
Funktion m-ter Ordnung) 

oo oc 
f M ^ - h ) d£= - J r i h ) N r { h ) 

0 ~ ' r=0 
= - - iL—A°0(h2)Mc$>(0;h2) ( » = 0 , 1 , 2 , . . . ) . (17) 

2 ce-2n (0; h1) 

Unser Gesamtresultat lautet damit 

i (0) = (h2)]2Mc$>(0;h2) . ce*n (0; h£) 
n=0 

(18) 

Gl. (18) besitzt vor der an anderer Stelle8 gegebe-
nen Behandlung unaufgespaltener Schraubenverset-
zungen den Vorzug, daß alle auftretenden Funktio-
nen (bzw. bestimmte Hilfsfunktionen) tabelliert 
sind, während die bei der anderen Rechenweise 
auftretende STRUVEsche Funktion S_ l j ()(z) und ihre 
Ableitung numerisch ziemlich schwierig zu hand-
haben sind. Aus diesem Grunde kann, wie oben an-
gedeutet, die Verwendung von Gl. (18) sogar für 
nicht aufgespaltene Versetzungen Vorteile bieten. 
Die beiden Lösungen unterscheiden sich dann gewis-
sermaßen nur in der Art der divergenzverhütenden 
Abschneidung für kleines £ , die natürlich ohnehin 
nicht genau festzulegen ist. 

Die zur Auswertung erforderlichen numerischen 
Daten sind in „Tables Relating to M A T H I E U Func-
tions" 19 zusammengestellt, und zwar gerade für den 
physikalisch interessierenden Bereich 0 ^ gcc ^ 10 
(c überschreitet nur in Ausnahmefällen den Wert 
7 6 ) . 

Die dabei verwendeten Bezeichnungen lauten 
s = 4h2=(gQ c)2, 

oo 
Se2n(5, «) = ^ ^ = V D e S ( 5 ) cos 2 ka, 

ce2n (0; h1) 
/ c=0 

19 Tables Relating to M A T H I E U Functions, National Bureau 
of Standards, Columbia University Press, New York 1951. 

fe,2n _ 

ge,2n 

De[.(s) = 

y' 2 Mc£(0; h2) , (19) 

Akrm 

wo A = A(r;s) eine ebenfalls tabellierte Funktion 
ist. 

Damit erhält man schließlich 

]/I At (0) = y ( _ 1)• >-?*L Se2n (S, a) 
y 71 jL-I ge,2n 

11 = 0 

• [A(2n;s) Deo2w^(s)]2. (20) 

Die rechte Seite von Gl. (20) wurde für verschie-
dene Einfallswinkel (a = 0°, 45°, 90°) numerisch 
berechnet (es wurden jeweils nur wenige Glieder 
der Reihenentwicklung benötigt) und in Abb. 3 als 
Funktion von s = gQ- c aufgetragen Für gQ —> 0 di-
vergiert Gl. (20). Dies rührt in bekannter Weise8 

davon her, daß wir den Abschneideradius als un-
endlich groß angenommen haben. Für kleine g0 ist 
dies nicht mehr erlaubt. Die auf den Streuwinkel 
Null extrapolierte Streuamplitude ergibt sich viel-
mehr gemäß 

lim AV, 

l i m ^ ( g ) = ±log 2 R 

(21) 

(22) 
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Abb. 3. Normierte Streuamplitude \/2/aA , , gemäß Gl. (20), 
als Funktion des Produkts des halben Versetzungsabstandes 
c und der senkrecht zur Versetzungslinie liegenden Kompo-
nente gp des Vektors g = F — f . Die mit a = 0 , a = n/4 und 
a = Jt/2 bezeichneten Kurven gehören zu verschiedenen Ein-

fallswinkeln gegenüber dem von den Halbversetzungen 
aufgespannten Stapelfehler. 

Der Grenzwert Gl. (22) liegt in praktischen Fällen 
in der Größenordnung 1 bis 2. 

4 . S c h l u ß b e m e r k u n g e n 

Wie zu erwarten war, hängt die Streuamplitude 
(bzw. die daraus durch Quadrieren zu bildende 

Streuintensität) sehr stark von a ab, also von dem 
Winkel, den die Differenz C| der Wellenvektoren der 
gestreuten und der einfallenden Welle mit der Ebene 
des zwischen den Halbversetzungen aufgespannten 
Stapelfehlers bildet. Liegt der Differenzvektor in der 
Stapelfehlerebene, so erscheint die aufgespaltene 
Versetzung als räumlich sehr ausgedehnt; liegt der 
Differenzvektor senkrecht zur Stapelfehlerebene, so 
erscheint sie als verhältnismäßig schmal. 

Bei dieser Erörterung haben wir angenommen, 
daß einfallender und gestreuter Strahl in einer 
Ebene senkrecht zur Versetzungsachse liegen. Im an-
deren möglichen Extremfall, in dem die Verset-
zungslinie parallel zu dem oben erwähnten Vektor 
ist, erscheint sie als sehr ausgedehnte Partikel, de-
ren Länge durch die in Ziff. 3 eingeführte Größe L 
bestimmt wird. L stellt ein Maß für die Geradlinig-
keit des Versetzungsverlaufs dar, wobei man, wie 
schon erwähnt, immer mit einem Spektrum tatsäch-
lich auftretender L-Werte zu rechnen hat. Einen 
Mittelwert von L kann man experimentell ermitteln, 
wenn die Streuintensität für „große" # proportional 
zu ist. 

Man sieht, daß sich, je nach der Orientierung von 
g gegenüber der Versetzungslinie, eine ganz ver-
schiedene scheinbare Ausdehnung der Versetzungs-
linie ergeben kann, die zwischen einigen Atom-
abständen und einigen hundert Atomabständen 
( « L) liegen kann. Auf diese Weise versteht man, 
daß B L I N und G U I N I E R 1 0 unter verschiedenen Ver-
suchsbedingungen ganz verschiedene „Trägheits-
radien" der für die Kleinwinkelstreuung verant-
wortlichen Störungen des Kristallgitters erhalten 
haben. 

Bei sehr kleinen Streuwinkeln werden die Ver-
hältnisse dadurch komplizierter, daß die Wechselwir-
kungen zwischen benachbarten Versetzungen, die na-
türlich durch den Abschneideradius R nur ungenü-
gend erfaßt werden, eine Rolle spielen 20. Wie schon 
erwähnt, erfolgt die Fortführung der Theorie in die-
ser Richtung wohl am besten im Zusammenhang mit 
vollständigeren experimentellen Ergebnissen, als sie 
bis jetzt vorliegen. 

Der Verfasser wünscht Herrn Prof. U. D E H L I N G E R 

für sein reges Interesse an der vorliegenden Arbeit, 
Herrn Dr. V . G E R O L D und Herrn Dipl.-Phys. H. S T E H L E 

für wertvolle Diskussionen zu danken. 

Die Messungen von S . H A Y E S u. R. SMOLUCHOWSKI (Appl. 
Sei. Res. B 4, 10 [1954]) im Bereich von # = 0,2° bis 
# = 0,3° zeigen, daß die Verhältnisse bei kleinen Streu-
winkeln (auch hinsichtlich des Verhaltens beim Anlassen) 

sehr kompliziert sind und daß die Intensität als Funktion 
von & nicht einmal näherungsweise durch die von B L I N U. 
GUINIER9 benützte Formel / ( # ) = / ( 0 ) e x p { - G 2 /?0 2 /3) 
mit dem „Streumassenradius" R0 dargestellt wird. 


